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производительности. Мощность и емкость гликолитического механизма 

энергообеспечения и устойчивость к гипоксии также понижены. 
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УДК 511.216 

ПОДІЛЬНІСТЬ ЕЛЕМЕНТІВ ЗВОРОТНИХ ПОСЛІДОВНОСТЕЙ 

 
А.Г. Матюхіна, Л.Л. Оридорога 

 

Резюме. Для зворотних послідовностей II-го порядку досліджена подільність елементів, які 

задаються арифметичними виразами від кореня з цілого числа D- дискримінанта характеристичного 

рівняння, на прості числа р. В залежності від того чи є D- квадратичним лишком у полі лишків за 

модулем р, отримані дві теореми, які дозволяють, знаючи зворотну послідовність (її перший член та 

характеристичне рівняння), вказати номера членів цієї послідовності (без обчислення їх самих),  які 

діляться націло на дане нам просте число р. 

Ключові слова:подільність, послідовність, поле, формула Біне. 

 

Вступ. В даній роботі досліджені різні задачі на подільність чисел, що 

задаються арифметичними виразами від кореня з цілого числа D - дискримінанта 

характеристичного рівняння зворотних послідовностей ІІ-го порядку. В залежності 

від того, чи є Dквадратичним лишком за даним простим модулем p, застосовується 

один з двох методів. Якщо Dє квадратичним лишком за модулем р, то цей вираз сам 

є елементом поля лишків за модулемр. Інакше він є елементом розширення даного 
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поля другого порядку, побудованого за допомогою елемента . В першому 

випадку для дослідження подільності застосовується мала теорема Ферма, в другому 

— її аналог для скінчених полів. 

Отримані результати застосовуються для дослідження подільності спочатку 

чисел Фібоначчі, а потім елементів довільних зворотних послідовностей на прості 

числа р. При цьому відповідь суттєво відрізняється, в залежності від того, чи є 

дискримінант характеристичного рівняння послідовності квадратичним лишком за 

модулем р. 

Додаткові позначення. 

– Zр- поле лишків за модулем р. Порядок Zр дорівнює р. 

– Zр
*
- мультиплікативна група кінцевого поля Zр. Порядок Zр

*
 дорівнює  р-1. 

– Zр[ξ] –множина, яка вийшла розширенням поля Zр за допомогою ξ- кореня 

незвідного рівняння  

– II-го ступеня, а саме ξ
2
-D=0. Множина Zр[ξ] є полем, так як виконуються всі 

властивості поля. Порядок поля Zр[ξ] дорівнює р
2
. 

– a+bξ та с+dξ та e+fξ– елементи поля Zр[ξ]   ( a, b, с, d, e, f Zр). 

– Zр[ξ]*- мультиплікативна група кінцевого поля Zр[ξ]. Порядок Zр[ξ]* дорівнює  р
2
-1 

Випадок, коли дискримінант характеристичного рівняння є квадратичним 

лишком у полі лишків за простим модулем р. 

aі=  

формула Біне для обчислення і-го члена послідовності Фібоначчі. 

 

При i=n(p-1), n Z, p— просте, формула Біне має вид: 

 

an(р-1)=  

 

Якщо 5— квадратичний лишок  замодулемp (у полі Zp), то та 

 

тоді формула Біне перетворюється у такий вид: 

an(р-1)= х, у Zp , 

(р 2 та р 5— так якформула Біне  у Z2 та у Z5 має ділення на нуль). 

По малій теоремі Ферма— при p простому і m,яке не діляться на p, маємо: 

 
Якщо m=x

n
 та x≠ 0(modp), тоді  x

n(p-1)
 ≡ 1(modp) 

Якщо m=y
n
 та y≠ 0(modp), тоді y

n(p-1)
 ≡ 1(modp) 

В результаті отримаємо: 

an(р-1) ≡ (1-1) (modp); 

an(р-1) ≡ 0 (modp) 

Теорема про подільність елементів послідовності Фібоначчі. 

Якщо5— квадратичний лишок у полі лишків за модулем р, у Zр, р 2 та р 5,  

то an(p-1) член послідовності Фібоначчі {aі} націло ділиться на p, 

an(p-1) ≡0(mod p)  n Z, р — просте. 

Узагальнуючи висновок про подільність елементів послідовністі Фібоначчі{ai} до 

будь-якої зворотної послідовності {ui}, маємо: 
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Нехай u0=0—  виконується для будь-якої зворотної послідовності{ui}, тоді вираз 

для обчислення n(p-1) члена послідовності {ui} має вид: 

un(р-1)= R(1) 

D-дискримінант характеристичного рівняння q
2
=a0q+b0  зворотної послідовності 

ui+2  = a0 ui+1 + 0 ui(a0 0 Z); 

 та — корені характеристичного рівняння 

Розглядаючи D, як квадратичний лишок у Zр та застосовуючи до виразу (1) малу 

теорему Ферма, маємо:  

un(р-1)  

p 2 та D 0(modp) —  так як у виразі (1) є ділення на ці числа; 

b0 0(modp) —  так як один із коренів характеристичного рівняння при  

b0 0(modp) дорівнює нулю.  

Теорема  про подільність елементів зворотних послідовностей II-го порядку. 

Якщо  дискримінант характеристичного рівняння зворотної  послідовності II-го 

порядку {ui} є квадратичним лишком за даним простим модулем р, то un(p-1) член {ui} 

націло ділиться на p,  

un(p-1) 0(mod p)  n Z, р — просте. 

Випадок, коли дискримінант характеристичного рівняння є квадратичним 

нелишком у полі лишків за простим модулем р. 
Так як порядок елементу -це ступінь в який потрібно звести елемент, щоб  

отримати 1 [3]. Порядок елементу дорівнює порядку циклічної підгрупи яка 

містить цей елемент (це випливає через обмеженість підгрупи) [3]. 

У всякої скінченної групи порядок будь-якої підгрупи є дільником порядку самої 

групи (теорема Лагранжа). 

Із цього випливає, що будь-який  елемент групи скінченного поля зведений в 

порядок  цієї групи дорівнює 1. 

Застосовуючи дану теорему до груп  Zр[ξ]
*
 та Zр

*
, маємо: 

будь-який  елемент із Zр[ξ]
*
зведений до р

2
-1 дорівнює 1, тому = 1;   

будь-який  елемент із Zр
*
зведений до р-1 дорівнює 1, тому =1, c  Zр

*
 

У множині Zр[ξ]
*
 рівняння =1 має не більше ніж р-1 коренів. Це випливає із 

того, що елементів у множині Zр
*
: р-1, і кожен із них є коренем цього рівняння, тому 

інших коренів у цьому рівнянні у полі Zр[ξ]
* 
не існує.  

А так як = =1- за раніше доведенним,  

то =с. 

 Із цього слідує,що при зведенні будь-якого елементу із Zр[ξ]
*
 до степеняp+1  в 

результаті завжди отримаємо певний елемент, який входить у  Zр
*
. 

 (a+bξ)
p+1

=a1, a1 Zр
*
  

За допомогою математичної індукції доводиться: 

Якщо спряжені числа ізZр[ξ]
*
 звести до степеня n, то  отримаємо також спряжені 

числа, які належать Zр[ξ]
*
, тобто 

(a+bξ)
n
=a1+b1ξ(2) (a-bξ)

n
=a1-b1ξ 

При n=p+1 та використовуючи, те що  (a+bξ)
p+1

=a1, a1 Zр
* 
 ,  маємо:           

(a+bξ)
p+1

=a1,   а1 Zр
* 

(a-bξ)
p+1

=a1,    а1 Zр
* 

І тому 



343 

 

(a+bξ)
 p+1

=(a-bξ)
 p+1

 

Якщо піднести обидві частини рівнянь (2) до степеня p+1, отримаємо 

((a+bξ)
n
)
p+1

= (a1+b1ξ)
p+1

=a2 

((a-bξ)
n
)
p+1

= (a1-b1ξ)
p+1

=a2 

Тому (a+bξ)
n(p+1)

=(a-bξ)
n(p+1)

 

Тому у загальному випадку: 

Спряжені числа ізZр
*
: a+bξ таa-bξ,  зведені у степінь n(p+1), де 

n дорівнюють один одному, тобто виконується (a+bξ)
n(p+1)

=(a-bξ)
n(p+1)

. 

Застосуємо дані доведення до формули Біне послідовності Фібоначчі {ai}: 

ai=  

Якщо = a 

=b 

=ξ,тобто 5- є квадратичним нелишком у Zр 

i=n(p+1) 

То an(p+1)=  

За раніше доведенним  (a+bξ)
n(p+1)

=(a-bξ)
n(p+1)

 маємо: 

an(p+1) 0(modp) 

Теорема про подільність елементів послідовності Фібоначчі. 

Якщо 5— квадратичний нелишок у полі лишків за модулем р, у Zр, р 2 та р 5, то 

an(p+1) член послідовності Фібоначчі {aі} націло ділиться на p, an(p+1) 0(mod p)  n Z, р — 

просте. 

 

Узагальнюючи висновок про подільність елементів послідовності Фібоначчі{ai} 

до будь-якої зворотної послідовності {ui}, маємо: 

un(р+1)= R 

При а=  

b=  

ξ= ,D-квадратичний нелишок у Zp, 

тому вираз для знаходження n(p+1) члена послідовності {ui} перетворюється у  

такий вид: 

un(р+1)=  

А так як (a+bξ)
n(p+1)

=(a-bξ)
n(p+1)

-за раніше доведеним ,то 

un(р+1) 0 (modp) 

Із цього виходить— 

Теорема  про подільність елементів зворотних послідовностей II-го порядку. 
Якщо дискримінант характеристичного рівняння зворотної послідовностіII-го 

порядкує квадратичним нелишком за даним простим модулем р, то un(p+1)  член 

довільної зворотної послідовності{ui} націло ділиться на pun(p+1) 0(mod p) n Z, р — 

просте. 
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