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УДК 517.5 

 

ТЕОРЕМА ПРО СЕРЕДНЄ ДЛЯ ФУНКЦІЇ СПЕЦІАЛЬНОГО ВИДУ 
 

А.В. Ноздрановська, О.Д .Трофименко 

 

Анотація. В роботі досліджено розв’язки інтегральних рівнянь із середнім значенням. Вивчено класи функцій на 

підмножинах комплексної площини, що задовольняють умовам спеціального виду. 

Ключові слова: теорема про середнє, експоненціальна функція, функція Бесселя, інтегральне рівняння. 

 

Відомо, що значення похідної функції в деякій області дозволяє зробити висновок про 

характерні особливості в поведінці цієї функції. В основі всіх таких досліджень знаходяться так звані 

теореми про середнє. Наприклад, є широко відомими такі результати, як теорема Ролля, теорема 

Лагранжа та їх узагальнення - теорема Коші про середнє.  

Використовуючи формулу Гріна та інтеграл Пуассона, стає можливим сформулювати теорему 

Гаусса, яка характеризує клас гармонічних функцій за допомогою формули середнього значення. 

Теорема 1. 

Значення гармонічної функції у центрі круга дорівнює середньому арифметичному її значень 

на колі. Тобто для функції )(zP , голоморфної в крузі з радіусом R та центром в точці 0z , 

виконується 
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Нехай функція )(DCf  ( ),1 : zD  f  називається ареоларно моногенною в D  тоді і тільки 

тоді, коли f
z












 - аналітична функція в D . 

Наступний результат є теоремою про середнє для ареоларно моногенної функції (М. О. Рід, 

1951 р.). 

Теорема 2.  

Якщо ),()( DCzf   zD : <1, тоді наступні твердження еквівалентні 

(I) )(zf  - ареоларно моногенна в D . 

(II) Рівняння  
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0)()(
rzC
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виконується для кожного ),( rzC  в D  ( ),( rzC  границя замкненого диску ),( rzD  з центром в 

точці z  і радіусом r ) . 

(III) Рівняння  
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виконується для кожного ),( rzD  в D . 

Продовжуючи міркування, наведемо аналог цієї теореми для m -аналітичної функції ( Nm ). 
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Нехай   – область на комплексній площині, Nm . Функція f , локально інтегрована в  , 

називається m -аналітичною в   тоді і тільки тоді, коли 0
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 у сенсі розподілів. 

Теорема 3. (див.[1])  

Якщо функція mf  -аналітична у  ),,( NmС   то рівняння:  

0)( 1  



 dzzzf m
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 , 

виконано для майже всіх )).,(,0( ,   distr  

Зворотнє твердження також є вірним. 

Основні результати 

Продовженням попередніх результатів є розгляд випадку аналогічних рівнянь із середнім 

значенням із різною вагою (див.[2]–[4]). У згаданих роботах О.Д. Трофименко розглядається 

функція спеціального експоненціального виду. 

На шляху цього дослідження постає питання застосування похідної функції, як розв’язку 

наступного рівняння 

,))((
2

1
)(

)!1()!(2

1 22






ddzfzf
zznsn

r

rz

s
m

sn

nsnn




































  (1) 

де Nm  та  1,...,0  ms  фіксовані. Також r  - фіксоване або належить множині з двох 

елементів. 

Для формулювання основного результату зробимо деякі позначення. 

Нехай sJ  - функція Бесселя першого роду з індексом s )( Zs , а саме 
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Також позначимо 
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де Nm  та  1,...,0  ms . 

Нехай n  - кратність нулів  наведеної функції )(zgr . 

Наступний результат представляє собою аналог теореми про середнє для спеціально 

визначеної функції. 

Теорема 4. 

Нехай  ,)( , )sincos( 
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Доведення. 

Почнемо з лівої частини рівняння (2). 
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Підставимо функцію )sincos(
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до правої сторони рівняння (1). 

Спочатку маємо 
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Зробимо заміну  t .  

Тоді 
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Продовжуючи міркування, отримуємо 
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Використовуючи властивості функції Бесселя )(zJ s , маємо 
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Далі підставимо вихідну функцію )sincos( 
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до лівої частині зазначеного рівняння (1). 
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Легко бачити, що різниця лівої та правої частини має наступний вигляд 
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Висновки. 

Отже, в роботі досліджено питання розв’язку рівняння (2). Це дозволяє отримати критерій для 

вихідного рівняння (1). Таким чином, з’являється можливість знайти розв’язки рівняння із середнім 

значенням, що посилює всі попередні результати.  
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Цікаво, що розв’язками таких рівнянь постають поліаналітичні функції спеціального виду. При 

певних умовах ними можуть бути і полігармонічні функції. Вивчення поліаналітичних функцій 

може вплинути на розв’язок деяких задач теорії пружності, а також теорії функцій багатьох 

комплексних змінних. 

Отриманий результат можна застосовувати до вивчення аналітичних, гармонічних функцій, а 

також у теорії диференціальних рівнянь в частинних похідних.  
 
Аннотация. В работе исследованы решения интегральных уравнений со средним значением. Изучены классы 

функций на подмножествах комплексной плоскости, которые удовлетворяют условиям специального вида. 

Ключевые слова: теорема о среднем, экспоненциальная функция, функция Бесселя, интегральное уравнение. 

 
Abstract. The solutions of the integral equations with mean value are investigated in this paper. The classes of functions 

on subsets of the compact plane that satisfy the conditions of the special type are studied. 

Keywords: mean value theorem, exponential function, Bessel function, integral equation. 
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